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ANALISE DinAMiIcA DE UM SISTEMA
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| - INTRODUGAO.

Na otimizagao ou execugao de um projeto de -
suspensgo veicutar tem-se muitos parametros variaveis € Si-
tuagoes a se analizar.

Para cada conjunto de exig;ncias e restriq&es
tem-se uma ou um grupo reduzido de possiveis soiugSes estas
que podem diferir considerave lmente para conjuntos de exigég
cias ate praximas.

Assim sendo, no caso automobilistico, o proje
tista deve, antes de maisnada, conhecer a fundo o que a fai-
xa de mercado, a que se destina oprojeto, exige e tem prefe-
rencia.

0 objetivo deste trabalho e ser académico,po:
tanto razoavelmente genérico dentro desta area e sobretudo -
propor um roteiro ou mode lo de procedimentos e calculos a se
rem adotados com um exemplo prético que pode ser adaptado a
uma grande variedade de situacoes.

Geralmente o que se pretende no projeto de um

sistema de suspensao veicular e:

1) Conseguir conforto

2) Seguranca (estabilidade)

sendo que isto envolve diversas situaqSes como por exemplo:
- trechos retos com ondulacoes

- curvas de raio grande com ondulagoes

- curvas de pequeno raio (trechos onde as oscilagoes natu




rais e forgadas, sao igualmente representativas).

- trechos com valetas, lombadas e buracos, etc...

Nao podemos porem esquecer, que o sistema de

suspensao do veiculo, e apenas um dos fatores que contribuem

seriamente na conquista dos objetivos pretendidos ou seja es

tabilidéde e conforto. Outros fatores tambem sao de fundamen

tal importancia, por exemplo:

Aerodinamica, fundamental fator de estabilidade e economia
de combustivel.

Balanceamento e sustentagao do motor, idem com referencia
a conforto e durabilidade.

Balanceamento preciso das rodas, idem para conforto, esta-.
bilidade e durabilidade.

Acionamento por traggo trazeira ou dianteira, por exemplo,
se o automovel possui tragéo dianteira, quando o veiculo
escapa da trajetoria pretendida, deve ser corrigido com -
reagSes humanas mais intuitivas ou naturais que técnicas,
assim ele se torna mais facil de ser manobrado por quem -
nao e perito. Portanto este tipo de solucao ¢ tambem funda
mental no aumento da seguranca, a menos que o mercado al-
cangado seja de pessoas que dirigem com tecnicas aprimora-
das (ex.: carro esporte).

Distribuigao de massa do veiculo, etc...

Portanto, ao se dimensionar um sistema de sus

pensao deve-se conhecer o grau de performance pretendido ou
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que foi conseguido nos demais sistemas projetados a fim de
se ter compatibilidade e aceitaggo tanto na fase de projeto
como de produgao sem ser demasiadamente rigoroso e dispen-

dioso.

Il - ROTEIRO DE PROCED!MENTOS E CALCULOS

Il.a)- Fazer um estudo sobre a performance pretendida anali
zando qual dos fatores tem maior importancia.
ex.: veiculo social! ou familiar de porte medio neste
caso, o conforto e fundamental e a seguranca nao,pois
este tipo de veiculo e projetado para operar em baixa
velocidade.
ex.: veiculo esportivo - neste outro caso, o projeto
e para4usuérios geralmente jovens que pretendem ser
bons “pilotos”, logo o fator estabilidade e fundamen
tal e o conforto ngo, pois o usuario exige segurancga
e conseguir ambos (seg. e conforto), torna o projeto

muito dificil.

Note que o fator conforto nao fica muito afeta
do pela distribuiggo de massa no veicu!o, enquanto que para

estabi!idade este fator e mais significativo.



11.b)- De acordo com o que foi decidido -no item anterior,
criar com bom senso (ou experiencia pratica) os mo
delos fisicos que se tornem necessarios a analise.

(e que convirjam para a solugao otima).

Il.c)~ Para cada modelo fisico, estipular as analises ou
simulacoes necessarias, ou seja, determinar as ex-
citagoes que serao fornecidas a cada modelo e a -

faixa de respostas aceitas.

- - 3
l1.d)- Criar os respectivos modelos matematicos, ou seja:

Equacionar cada modelo.

Il.e)- Listar cada parametro conhecido, estimar os primei
ros parametros a se determinar e fazer as simula--
coes ate converjir -a determinacao otima destes pa-

rametros.

P -~ EXEMPLO

Nosso exemplo & a otimizacao de um projeté -
hipotético, onde as simulagSes serao realizadas por inter
medio do metodo de Runge Kutta para solucao dos sistemas
de equacoes diferenciais nao |lineares, no caso pratico, po

deria se enriquecer estas analises com o uso de computado-
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res analogicos ou experiencias fisicas com prototipo ou mo-

delo, porem nosso objetivo e ilustrar apenas o caso de s tmu

lacoes matematicas.

I1l.a)- Performance

No nosso exemplo hipotético, pretendemos uma -
otimizagao do conforto e seguranga para utilizagao do veicu-
lo dentro dos limites de.velocidade estipulados por lei, e
uso em rodovias ¢ ruas pavimentadas.

Portanto nosso automovel tem limitagao de uso -

em ruas nao pavimentadas (trafego iento)

{1l.b)~ Modelagem Fisica

Fl1.b.1) Modelo plano para estimativa dos primeiros parame-

tros importantes.
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- Parametros conhecidos: J - momento de inércia em relacao
a Zo X OV.
- M. = massa do veiculo (massa sustentada)
- €C = posicao do centro de massa do veiculo
- m,6em = massa dos sistemas de rodas eixos e demais compo
1 2
nentes mecanicos do sistema.
Obs:—- admitimos que a relaggo 2 seja a:maior re-

(mu + m, )
lacao possivel, pois quanto maior for esta relagao, -

mais confortavel sera o veiculo.
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Como M e rigidamente determinado, otimizamos
m, e m, de forma a serem o menor possivel! (Resistencia
1 2 N
de materiais e dimensao das rodas).

- Parafhétros a se determinar. (12 estimativa)

Kd - mola dianteira (flexibilidade)

- Kt - mola da susp. trazeira
- by - amortecedor dianteiro (const.de amortecimento)
- K; - flexibilidade dos pneus dianteiros (pressao)
- K2 - flexibilidade dos pneus trazeiros.
- Variaveis da analise (4 graus de !iberdade)
- Yy - desloc. da massa m,
1
= b = desloc. da massa mu2
- o - rotacao plana de M
yq e Yy - deslocamentos impostos (excitacao)
Portanto este modelo possui 4 graus de |iberda

de (YII yz: yCG = Q).
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{11.b.2)- Modelo plano para determinaggo dos demais parame-

tros.

Ll
=

M, 1

—)b K
7

KP KP

Parametros conhecidos

M - massa sustentada

I — momento de inercia em relacao a x

m=m do modelo anterior
Y1
K = Kd do modelo anterior
b = bd do modelo anterior
CG = posicao do centro de massa da massa sustentada

K = Kl do modelo anterior.

<l




A determinar

Kt (flex. da barra estabilizadora) (barra de torgao)

Variaveis: (4 graus de |liberdade)
YCG:YI:YZe“

Yo © Yq - deslocamentos impostos,
'i1.b.3) Modelo espacial‘para verificar dos deslocamentos
de molas. e amortecedores para poder detalhar o -
projeto, e tambem veriFicagao da performance, es
te modelo e o que mais se aproxima da realidade,
logo nao e usado para estimativas pois sua simu-
lacao e trabalhosa e fica dificil estimar pelo -
bom senso estes parametros (dificil vizualizagao

da sensibilidade dos parametros).

Usando os dois primeiros modelos, fazemos as
estimativas e neste modelo verificamos se os resultados -
sao satisfatérios, ate obtermos a convergéncia aos valores
ot imos.

Portanto aqui ja temos todos os parametros de

terminados para a analise.
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Parametros

M v J(Z), '(X), mul s M ’ Kl, bl, Kz, bz, Kd, Kt e KB .

Variaveis - (7 graus de liberdade)

yl' Yo Y3r )’4: yCG , o e B

Yd ' Yd

v Yeo 1 Yy (deslocamentos impostos)
1 2 il

2

fll.c)- Simulagaes

Determinacao das simulagoes a serem feitas co-
mo trata-se de um exemplo hipotetico, faremos um nhumero |i-
mitado de simulagoes, com a intencao de se ter rapida con-
vergencia, simulagoes estas suficientes para ilustrar bem
o problema. No caso de um projeto serio, esta etapa bem co-

mo a anterior (modelagem fisica) podem ser sofisticadas e -

adaptadas, de acordo com o grau de performance pretendidos.

f1l.c:1) 12 Modelo

A este modelo, para cada estimativa de parame-

tros faremos as seguintes simulacgoes:

12) Determinacao de w, (freg.natural do sistema)

292) Ye = ¥q = ¥, sen wt (variando os w para oscilagSes -
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bem abaixo, bem acima e proximos de w_ )

32) Y = Yo SN wt j }
( caso critico y, e y4 em oposigao

Yg T Yo S€N (ot - o) de fase:

esta simulagao tera 3 valores para w e 3 valores para

a (casos mais criticos da 22 simulagao)

IIl1.c.2)- 22 Modelo

Para este modelo, faremos as seguintes simula-

coes.
v p/t = 0 onde y_ e estimado e perma-

Ye 0 p/t # 0 nece constante nas analises.

Faremos varias vezes, ate que esteja estipula-

do o valor otimo de Kt .

I1l.c.3)- Uitimo Modelo

Aproveitando os casos criticos da 12 analise -

(tres valores para ), faremos as seguintes simulagoes:

(12) yd. =Yg T Ye, T Y T Y, senw t {total com 3 simula-
1 2 1 coes)
28) y, =y = y sen ot
d1 d2 I _ o - o . o
a; = 457, ay = 90 e ay = 180
ytl = ytz =y, sen (wt-a)

Total 9 simulagaes (3 valores de a e 3 de w )
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Yo Sen wt

(9 simulagoes, como na 292 caso)

Yo sen’ut - @)

Com isso esperamos ter conseguido uma boa simu-
lacao da performance do modelo e no caso de insatisfacao, vol-
tamos ao primeiro modelo, para reavaliar as novas estimativas
dos parametros, ate conseguir a perfeita convergencia.

Tendo os valores K e b das molas, amortecedo
res e pneus, resta entao partir para o dimensionamento mecani-
co destes elementos, uma vez que os deslocamentos sao determi-
nados na ultima analise, e preciso ter os dados sobre o meca-

nismo das suspensoes e partir para o detalhamento.

I11.d) Criagao dos resp. modelos matematicos

I11.d.1) 12 Modelo

-

Metodo - (a) p/deslocamentos lineares, aplicamos o 22 princi-

pio da mecanica classica.

R =m X i

) ext (P

onde: 5 ﬁext = soma das forcas que atuam sobre “m”
m = massa do elemento considerado
% = aceleracao.
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(b) p/deslocamentos angulares, aplicamos o Teorema
do momento angular
IM,=J3 (t1)

ext

onde ] ﬁext = soma dos momentos sobre "P”
J = momento de inercia em relagao ao eixo perpen-
dicular ao plano da figura passando por P.
& = aceleragao angular.

OBS: este e o criterio adotado para todas as formulacoes mate-

maticas deste trabalho.

MOD.FIS1CO:
eixo % _B ao plono de
simetrio
gca
. e £H.
i
_ R PP =

Ky ——]1Ibd Ky __[y Be




Aplicando o teorema (1) em mul temos:

hipotese: do repouso, aplico Yq € Y¢ p/cima
todos deslocamentos sao positivos (+)
o deslocamento @ e positivo (hipotese)

neste caso temos:

yq > ylf’(Kl) mola comprimida

i < Yeog - Ry sen«X (Kd) mola comprimida

assim fica: . 3
m, Yy = forga de inercia = EF
1

+ IF
molas amort.

mola K1 - Fkl = (y1 - yd)K1 (p/cima + )}

mola Ky =+ de = (y1 - Yoo ~ R1 sen )Kd {para baixo t )}

amortecedor -~ velocidade de m, positiva 'ascendente)
1

Forca p/baixo ( +)

de SRl (yl—yCG*Rl sena) bd(yl i ;’CG" Rla cosa )bd

equacao:

mul y1 = (_yl + Yd)Kl -(yl i YCG_ R]. senG)Kd _(yl I )’CG— Rla COSG)bd

ordenando segue:

mulyi + (yl - Yog * Rl sena)Kd~+ leI + (y1 - yCG+ Rla coso )bd = ¥4 Kl (n)
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analogamente:

mu2 Yo +(y2 - Yoo - RZ sena)Kt + yZKZ S (y2 - Yo« Rza cosa)b1? yth ()

Miog —(vy - Yoot Ry senadKy =y, = yoom Ry sens)Ky ~(3; ~yog+ Ryo cosalby-

_(;2 = ;CG - R2 a cosa)bt =0

MS;CG +(YCG - YI = R]. SenG)Kd + (yCG = y2 + Rz Sena)Kt +

+(>}CG - ;1 - RI& cosalb + (;’cc -, + RZ& cosa)b, = 0 (111)

Ja + Rl Kd(yCG Y = Rl sena) + R2 Kt(yCG - yy R2 sena) +

+ Rlbt(;zCG 2 ;1 - Rlé cosa) + Ry b (3o = ¥y + ch;: cocall =N (1v)



I11.d.2) Equacoes do 22 Modelo

M, Lix)
Yeq
&G
D
RO RIN |

T P S L

___///_—ANWNWW——_* N,

fae 3

Obs.:

torggo.

- A barra estabilizadora funciona com flexibilidade a

153d

3



Mp = Reociw de opoi0 18.

Y — ("My
J_/ :

= Wi ye) Ktorggo

Tge = + Kge = Torque

No detalhamento do projeto, determinam-se as
dimensoes da barra, como no projeto de uma mola comum, ou se-
Jja, tendo KB e o deslocamento (yd - ye) critico, determina-se
o braco h e o diametro da barra.

Este tépido foge ao escopo do nosso trabalho,

que se propgem a determinar (yd - ye) critico e KB otimo.,

Equagaes:

(1) Dando um pulso y; o sistema reage da seguinte maneira com
1
relacao ao elemento m, (esquerda)

(y1 - ye)KP (Forca p/cima que acelera m, )

—
~
i

K F baixo, frei
yd) g (Forga p/baixo, que freia m, )
(y_ - Yog * D sene)K (Forga p/baixo)

(y QCG + D& cose)b (p/baixc) assim temos:

&
o
I
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Equaggo (1):

mp ;e +(ye N Yd)KB + (Ye = YCG + D senu)K +

+ (y_ - Yog ¥ Da cosa)b = (;1 = ;e)KP

ou seja:

m“ Ye + (Ye - Yd)KB + (ye = yCG + D SenU)K +

< (ye - §CG + D& cosa)b + ye KP = yl KP

p/o lado oposto teremos:

a forca que acelera o elemento m, (lado direito) e a prove-
niente da barra estabilizadora, assim temos: K, b, KP' se -
opontod ac movimento enquanto KB provoca o movimento, portan

to resulta que:
Equacao (11):

mp ;d + b(;d = ;CG -Do cosa)+ KP gt k(yd - Yeg T D sena) =

= (ye - yd)KB ordenando.
mp ;d + b(;d it ;CG - D& COSG)+ KP yd + K(yd - yCG - D Seh0)+

+ (Yd - ye)KB = 0
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p/o movimento do CG teremos:

M ;CG 0 b(;CG - ;d + Da cosa + 9CG - §e - Do cosa) +

+ K(yCG 7 T D sena + Yog = Ye D sena) = 0

Resulta em:

M Yoo * B(2yeg - g = ve) * K2y - vy = ve) = 0

finalmente para o movimento rotacional teremos:

As forcas provenientes da mola e amortecedor do
lado esquerdo aceleram o movimento de rotacao no sentido horé
rio e os elementos da direita se opSem a este movimento resul

tando em:

Equacao {1V):

Il
o

J a4+ Db(;zCG - §d - Do cosa) -Db(9CG - Qe + Do cosa) +

Portanto:

J o + Db(§e = 0 = 2Da cosa) + DK(ye - yq - 2D sena) = 0



l1t.d.3) Modelo Espacial

b, ‘r 1(‘:{.\ )

21.
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A partir do repousc, movimentando Yg.r Y4.r Y
1 1

e vy todos para cima (por exemplo)}, raciocina-se de maneira
analoga aos modelos anteriores e obtem-se os seguintes resul-
tados:
Equagao (|) obtida para a aceleracao ;1
mpl §1 + (yl - ydl)Kd &F (Yl T YZ)KB + (y1 = yCG - R senB-

-D senG)K1 + (yl -~ Yoo " REBcosB- Do cosu)b1 =0

Equagao (11) obtida p/§2:

"y Y2 + (yy - ydz)Kd+ (yq - ¥4)Kg * (yy-yog-RsenB+Dsenc)K,+

+ (§z - ;CG - RB cos8 + D& cosa) = 0
Equacao (111) obtida p/ §3

m“Z Y3 + (Y3 - ytl)Kt ily (Y3 - Yeg ¥ R senf - Dsencx)K2 +

+ (y3 ! 90G + RBE cos - D& coso) = 0

Equagao (1V) obtida p/ §4

ml—lz Y4 + (Y4 N )’tz)Kt + (y4 = yCG + R seng + D senG)K2 +

+ (§4 - §CG + R cosB+ Da cosa) = 0

Equacao (V) obtida p/ §CG

M ;CG ¥ b1(29CG =3 = 2RE cosB) + b2(2§CG-§3-§4—2RﬁcosB)+

+ K1(2ycc -y~ ¥y ¥ 2R senB )+ K2(2yCG-y3-y4-2Rsen8)= 0
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-

Equacao (V1) obtida p/a aceleragao angular B8

l E + Rb1(2§CG . ;1 = ;2 + 2Ré COSB)” Rb2(2§CG—§3_94_2RBCOSB)+

+ RKI(ZyCG—yI—y2+2RsenB)— RKZ(ZyCG—ylhyz-ZRsenB) = 0‘0

Equacao (VIl) obtida p/ &
J& + Dby(yy - ¥, + 2Da cosa) + Db2(§4 = 93 + 2Deacosa) +

+ DKI(Yz = yl + ZD Sena) + DKz(y4 - y3 + ZDsena) = 0(”

V. APLICACAO PRATICA DO MODELO DESENVOLVIDO NO EXEMPLO.

Como ja foi mencionado nos parégrafcs anteriores
as simulagoes podem ser feitas de varias maneiras, sendo que
optamos neste trabalho pela integraggo das equagSes obtidas -
atraves do uso de um micro computador digital, utilizando o mé
todo de Runge-Kutta.

0 uso deste metodo segue uma previa manipulaggo
das equagaes diferenciais de segunda ordem, para reduzir por
exemplo um sistema de quatro equagaes de segunda ordem para um
de oito de primeira. A solugao sera os valores das quatro fun-
goes procuradas e das suas derivadas primeiras (deslocamentos

e velocidades),
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IV.1)- Manipulacao das Equacoes

a) Redugao do sistema do 12 Modelo

Equagaes:
(1) yl = Zl
(2) Yz - 22
(3) Yoo = Zeg
(4) o = o
K
L d
(5) Zl = (YCG
m
My
+ (ZCG - Rl
K
L3, g t
m
H2
& (ZCG + R,
K
. d
(7) ¢ (y
CG M 1
+ (Z1 - ZCG

+

K1 K1
Rl sena - yl) = y1 + 7] +
m m
| M1
b
cosa - Zl) d
m
M1
Ky
stenu - y2)+ (3£‘92)+
mpz
b
cosa — Zz) e
m
)
Kt
Yoo + Rl sena) + —_M (yz—yCG—Rz sena)
bd bt
+ R,8 cosa) + (Z,-Z.~=R,98 cosa)
1 M 2 °CG "2 M

+
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R. K R, K
R, b R, b
" I 2 it £
+ ___j__ (21 - ZCG+ Rle cosa)+ ——]—-—H(ZZ—ZCG Rze cosa)

IV.2- Condicoes Iniciais (0 sistema parte da condicao de

equilibrio).

Mote que na condigSO de equilfbrio, as molas es
tao sustentando todo o peso do sistema e esta condigao para
nos foi considerada inicial, assim as cargas residuai as molas
devido ao peso, sao desconsideradas no eguacionamento pois es-
tao em equilibrio. Esta condiggo continua valida para qualguer
posigao do sistema pois as forcas que movimentam o sistema na
real idade as resultantes compostas com os pesos, bastnado no
final, ou seja na hora de detalhar o projeto, acrescentar os -
pesos para fazer o dimensionamento mecanico das molas e demais

componentes.

IV.3- Determinagao da frequencia natural.

Nesta primeira etapa as condigoes iniciais ado-

tadas serao:

p/ t = 0 {(tempo inicial), deslocamos o sistema todo da posi-
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cao de equilibrio, calculando estativamente os deslocamentos
das massas m, © adomitimos que nesta condigao o sistema es
ta em repouso.

Na analise adotamos Yq = Y T 0 e a resposta

Yeg © Yoo darac as caracteristicas naturais do sistema

K

Assim o termo Y4 da equagso (¥) se anula

m
Hy

Juntamente com o termo Kz/mp Y da equacao (6)
2
As condigoes de contorno se reduzirao a:

yl(t=0) = # 0 (calculada manuaimente)
1

Y, # 0 (calculada manualmente)
2

Y # 0 (adotado)

Note gue os valores estimados de K_, K,, K,, K
t d 1 2
b1 e b2’ devem produzir uma frequencia natural baixa e amorte
ciemnto quase critico, em Fungso do melhor conforto, fazemos
diversas vezes esta simulacao inicial para continuar os traba
lhos. Estas condigoes tambem devem satisfazer o menor movimen
to de oscilaggo angular possivel, para o qual deve-se ter
Ky # Ko e by # b, em funcao da posigao do centro de massa.

Mesmo que p/tal a condiggo inicial a, = 0 seja alterado



Precisao requerida (e) ; € = 0,001

inc

remento (h); inicialmente h = 0,001 em 100 simulagoes

IV.4- Condigoes de contorno (p/analise forgada)

yl(t = Q) = Vil 0
1
yz(t = 0) = 7 0
7
yanlt = 0) =y =0
CG °cG
a(t = 0) = L = 0
Z =0
°1
Z = 0
°2
z = 0
°Cce
6 =0
o
[V.5- Funcoes conhecidas
P/a primeira simulagao:
Y4 = 7 sen mot
o= sen mot

27.



28.

onde t = tempo (variavel)

frequencia adotada p /a simulagao

=4
]

amplitude adotada p/a simulagao

i

Yo

pcrtanto na condigao inicial, que sera calculada pelo computa-

dor deveremos ter Yl T e = 0.
o o

IV.6)- incremento adotado e precisao requerida.

Tempo incremental adotado (h)

precisao adotada (e)

e = (,001
0 valor de h deve ser estimado em fungao de @ frequencia
natural, da seguinte maneira:
p/o periodo completo de 1 ou 2 ciclos, divide-se este periodo
(T) por 100 para que seja feita uma boa analise em 100 incre-
mentaqSes.

Sabemos que:

w = 27 f

T = 21 e portanto
w
o

h = —
50 w
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